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Знание структуры течения реки необходимо для: 
 

 построения качественного прогноза появления и размеров локальных 

зон весеннего затопления  при загромождении льдинами речного русла; 

 

 оценки возможной вариации рельефа дна, что важно для речного 

судоходства и определения зон безопасного отдыха; 

 

 предсказания характера распространения примеси, попадающей в 

речной поток. 

 

Использование методов математического моделирования 

позволяет избежать экономических и технологических трудностей, 

с которыми сопряжено экспериментальное исследование 

водоемов. 
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Актуальность работы 
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Дноуглубительные 
работы 

Наводнение во время ледохода 

Сброс 
сточных 
вод 



Для достижения цели в рамках представляемой работы решены 

следующие задачи: 

 Построена математическая модель течения в русле реки 

 Построены конечно-объемные аппроксимации уравнений 

модели 

 Разработан численный метод решения дискретных уравнений 

 Метода протестирован для условий, приближенных к условиям 

течения в реке 

Цель работы: 
 

численное исследование турбулентного течения и 
распространения примеси в речном потоке. 
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Физическая постановка задачи 
5 

Рассматривается турбулентное течение (Re=100000) воды в канале с 
нерегулярным дном. Начальная концентрация примеси в потоке 
принимается равной  0. 
Требуется найти поле скоростей течения, глубину и распределение 
примеси в потоке. 



Математическая модель руслового 
течения реки 
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В основу исследования положена двумерная нестационарная модель 
на основе уравнений мелкой воды 
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Гипотеза Буссинеска и замыкание 
модели 
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Уравнение переноса кинетической энергии турбулентности 
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Уравнение переноса диссипации кинетической энергии 
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Аппроксимация конвективных 
слагаемых 

9 

 
 

 

   

1
, 0;

2

1
, 0;

2

min mod / 2, 2min mod ,

, :

, 0,

;

, 0.

W w ww

w

P w ww

w

W WW
w

P W

P W
w

u S x u

u

u S x u

S a b a b

пределльное значение между

наклонами a b

u
x

a b
x

u
x











  
    

  
  

       

   



 
  

  
  



Схема MLU Схема MUSCL 

 
   

   

1 1
, 0;

6 3

1 1
, 0.

6 3

W P E ww

w

EE P P ww

u u

u

u u

  
       

  
  

         



10 

Алгоритм совместного решения 
уравнений неразрывности и движения 
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Алгоритм совместного решения 
уравнений неразрывности и движения 
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* 3. Подставляя в (1), (2) значения     * *,u v

И вычитая из исходных находим формулы поправки для компонент 
скорости 

 

 

; (3)

. (4)

u u u

e e nb nb e E P

nb

v v v

n n nb nb n N P

nb

a u a u d h h

a v a v d h h

    

     





Пренебрегая слагаемыми с суммой, согласно идее С. Патанкара, 
получаем окончательно 

 

 

*

*

/ ; (6)

/ . (7)

u u

e e e e E P

v v

n n n n N P

u u d a h h

v v d a h h

   

   



13 

* 4. Подставим (6), (7) в уравнение неразрывности 
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и решив методом верхней релаксации полученное уравнение, 
находим    .h
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Расчет течения в канале с 
поворотом под прямым 
углом.  
Входной участок: ширина 
0,86м  и ровное дно.  
Выходной участок: ширина 
0,72м  и ровное дно.  
Сразу перед поворотом  
уровень дна понижается на 
0,013м. 
 Средняя глубина воды 
0,175м, величина 
продольной компоненты 
скорости 0,2м/с. 
 

 



Течение в канале с поворотом 
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Сеточная сходимость решения 
16 

Продольная компонента 
скорости в сечении 
x=1.37 м. 
Последовательность 
сеток из 2475, 9900, 
39600 узлов. 



Боковое втекание с примесью в 
движущийся поток 
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Размеры расчетной области: 40м x 1м. 
Отношение скорости притока к скорости течения в канале 0.5. 
Концентрация примеси в притоке 0.1.  
Сплошная линия - расчет по схеме MLU, пунктирная – расчет по схеме 
MUSCL.  



Течение в канале с препятствием 



Профили продольной скорости в 
различных сечениях  
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Выводы 
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 Тестирование показало, что решатель позволяет получить качественный 
расчет наиболее важных характеристик течения (размера рециркуляционной 
зоны, общего расхода воды и уровня турбулентности). 

 Осредненные по глубине уравнения хорошо предсказывают появление и 
размеры циркуляционной зоны за поворотом канала, что представляет 
значительную трудность при использовании трехмерной модели. 

 Схема MUSCLE, обладающая меньшей схемной диффузией, дает более 
аккуратные численное решение для кинетической энергии турбулентности и 
профили скорости в сечениях после поворота канала.  

 Сравнение численного решения приведенных задач с данными измерений 
показывает, что осредненные по глубине уравнения корректно 
воспроизводят основные образцы течения и могут быть использования для 
моделирования речного потока. 

 Указанные достоинства показывают, что приближение мелкой воды  является 
предпочтительным для расчета природных течений, где вычислительная 
стоимость решения трехмерных уравнений слишком высока. 



Дальнейшие направления 
исследования 
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Моделирование движения воды в Курайской котловине в процессе опорожнения 
озер Чуйское и Курайское вниз по Курайской котловине.  
Исходные данные: цифровая модель рельефа моделью рельефа, полученной по 
данным космического зондирования земной поверхности (SRTM 
матрицы) с разрешением 93 м с севера на юг и 60 м с 
запада на восток (http://srtm.csi.cgiar.org). 
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